Héttusa megoldasok, 2026. junius

Dombi Péter

92 . Lehetséges-e, hogy 13 egy sikban fekvo egyenesnek pontosan 44 metszéspontja legyen?

Megoldds. Igen, sok ilyen elrendezés van. Altalanos helyzetben a 13 egyenesnek 78 metszés-
pontja lenne. A metszéspontok szamat azzal csokkenthetjiik, ha bizonyos egyenesek pdrhuzamosak,
illetve bizonyosak egy ponton mennek dt. Jeloljik P,-nel, ha n parhuzamos egyenesiink van, C,,-
mel, ha m centralt, egy ponton atmené egyenesiink van.

1. Tekintsiik el6szor a Cg +C7 konfiguraciot, azaz egy 6, illetve egy 7 egyenesbél alld, egy ponton
atmend egyenesnyaldbot (sugdrsort). Ezek &ltaldnos helyzetben a két kozos pont mellett tovabbi
6 - 7 = 42 metszéspontot adnak, tehat sszesen 44-et.

2. Nézziik a Pg + P4 + Py konfigurdciot, itt csak a kiilonb6z6 iranyd nyaldbok egymas kozotti
metszéspontjait kell szamolni, ami éppen 8 -4 +8-1+4-1 =44,

3. Ha pedig a Cg + P4 + P1 konfiguraciébol indulunk ki, ott 1-gyel tobb, tehat 45 metszéspont
lenne, de ezt azonnal csokkenthetjik is 1-gyel, ha a Cg valamelyik egyenesét a P;-vel parhuzamos
irdnyunak valasztjuk.

4. Vegylk a Ps + Pg + P1 konfiguraciot. Altaldnos helyzetben itt 6 -6 +6-14+6-1 = 48
metszéspont van, de ha a sz6l6 egyenest a 6 X 6-os racs két ,,meglévd” racspontjan vezetjik at,
akkor az érintett racsponton az azokat létrehozd 2 egyenessel valé metszéspontot nem kell tjra
szamolni. Tehat minden racsponton valé athaladas 2-vel csokkenti az altaldnos helyzethez képesti
metszéspontszamot, igy ilyenkor 48 — 4 = 44 metszéspont van.

5. Hasonlé triikkot alkalmazhatunk egy Ps + Ps + Pa konfigurdciénal, ahol kényszerfeltétel
nélkiil 5 - 6 + 22 = 52 metszéspont lenne. Itt az 5 x 6-0s rdcs metszéspontjaibol 4-et kell a Po
csaladnak kiosztani, hiszen a mar szamolt rdcspontok duplan csokkentik a metszéspontok szamat.
A 4 racspont lehet a két egyenesen 4 + 0, 3 + 1, vagy 2 + 2 megoszlasban. Mindhdrom eset
megvalésithatd, ha a két parhuzamos nyalab egyeneseinek tavolsdgait megfeleléen véalasztjuk meg
(és mindharom kiilonb6z6 illeszkedésstruktirat eredményez).

6. Apré6 valtoztatassal kezelhetjiik a Ps + Pg + Co konfiguraciot is. Itt az altaldnos helyzet
eggyel tobb, 5 -6 4+ 22 + 1 = 53 metszéspontot jelent, de ha a Cy kozos pontjat az 5 x 6-os réacs
egyik racspontjanak valasztjuk, akkor egyrészt a paratlan 6sszeget add 1-es tagtol megszabadulunk,
masrészt a Co két egyenesére egyébként kivankozd, 2-2 metszéspontbdl is 1-1-et letudhatunk, tehét
elég Co egyeneseit tovdbbi 2 rdcsponton keresztiil vezetni 2 4+ 0 vagy 1+ 1 kiosztdssal (ez is két
kiilonbozd illeszkedésstruktira).

7. Nézziik a 4.-hez hasonlé csoportositasu Cg + Cg + P1 elrendezést. Itt a Cg + Cg rész ad
36 + 2 = 38 metszéspontot. Jeloljiikk a két hatos nyalab egyeneseit {aq,...,ag}-tal és {by,...,bs}-
tal, és valasszuk Oket gy, hogy hiarom parnak a metszéspontja, pl. a; N by, as Nby és ag N b3
kollinearis legyen. Szemléletesen lehet ez a 3 metszéspont a két hatos sor tartédjat 6sszekoto szakasz
felezO6merolegesén, azaz valaszthatjuk a 3 egyenespart tengelyesen tiikros helyzetiinek, a tobbit
pedig egymashoz és ehhez a tengelyhez képest is dltaldnos helyzetlinek. Ezek utan a 13. egyenes
legyen ez a tiikortengely, igy a ra illeszkedé 3 metszéspont éppen 6-tal csokkenti a 38 + 12 = 50
metszéspontot.

8. Tekintsiink a C; + P5 + P; konfiguraciét a C; + Ps ,,vegyes racs”’-bol kiindulva. A 4.-hez
hasonléan itt is altalanosan 3541412 = 48 metszéspont van, ezért a Py egyenest gy kell meghtizni,
hogy a metszéspontok szama 4-gyel csokkenjen, azaz hogy a P; egyenes pontosan két ,,racsponton”
menjen &t (ez persze megvaldsithato). Erdemes megjegyezni, hogy a Py + Cs + P; konfigurdciénal
a sz6l6 egyenesre ugyanilyen megkdtés egy masik illeszkedésstruktirat eredményez.



9. Kiindulhatunk a C; + P3 + Ps konfiguriciébdl, ahol dltalanos helyzetben a metszéspontok
szama 1 + 21 4+ 21 + 9 = 52. Ezt épp 8-cal fogja csokkenteni, ha a C; sugdrsor néhany egyenese a
3 x 3-as rdcsnak 4 rdcspontjdn dtmegy. A 4 rdcspont lehet az egyeneseken (14+1+4+1+41), (1+1+2),
(143), (2+2) megoszldsban is. S6t, a 4 rdcspontot vélaszthattuk volna a 7 x 3-as ,rdcson”, és
azokat a méasik Ps nyalab egyeneseire oszthatnank, ami jabb megfelel6 szerkezetekhez vezethet.

10. Egy masik, termékeny konstrukcié lehet a 3.-nédl haszndlt otlet kiterjesztése. Tekintsiik a
C4 + P2 + P7 elrendezést, aminél 1+8+-28+14=>51 metszés van, és valasszuk a C4 sugarsor egyik
elemét a P; parhuzamos nyaldbbal azonos irdnytunak. Fzzel éppen 7 metszéspontot vesztiink, tehat
44-et kapunk.

Ezt az elvet, amikor a sugarsor bizonyos egyeneseit egy vagy tobb parhuzamos nyalab iranydban
vélasztjuk, és ezzel az &ltaldnos metszéspontszdmot éppen az adott nyaldb(ok) elemszaméval csok-
kentjiik, még 6 masik felosztasndl is alkalmazhatjuk:

C3+Pr+Pa+P1 (44=54—-T7T—-2-1)

Ci+Ps+ Py (44=45-1)
Ci+Pr+P1+P; (44=52-7-1)

Cs + Pz + Py (44:4773)
Cs+P3s+P1+P1 (44248—3—1)
Cs+Pa+Pa+P1 (44=49-2-2-1)

93 Egy szamsorozatban az els§ elem egy pozitiv egész szdm. A sorozat Ujabb elemét gy
kapjuk, hogy az utoljara leirt szdmhoz hozzdadjuk a szam legnagyobb szamjegyét. Ha 13 az elso
elem, akkor a sorozat 13, 16, 22, 24, 28, 36, ... Egy ilyen sorozatban legfeljebb hany paratlan szam
sorakozhat egymds utan?

Megoldds. Legfeljebb 6t paratlan szdm allhat egymés utdn. Legyen a sorozatban 6t egymas
utani paratlan elem pq, ..., ps, ezekben a legnagyobb szdmjegy rendre dy, ..., ds. Ekkor el6szor
is a paritas valtozatlansiaga miatt a d; jegyek parosak, ha 1 < i < 4, igy az els6 négy tagndl d;
biztosan nem az utolsé jegy. Mivel paros d;-re d; < 9, ezért az i + 1-edik tag képzésénél semelyik
— egyesektdl kiilonb6z6 helyen — nem csokkenhet szamjegy, hisz ahhoz 9-es jegy kellene, ami nincs.
Tehdt d; < diy1 (1 < i < 4). De d; < dijy1 nem lehet, mert ahhoz valamelyik (nem az egyesek
helyén levd) szamjegynek legaldbb 2-vel kellene nénie, ami lehetetlen. Tehét

di =dit1 (1<i<4).

Emiatt py, ..., ps szémtani sorozat, {gy mind az 6t pdratlan végz8dés kiilénbozs (Bizonyitds:
10|kd és (5,d) =1 = 5|k). Igy d; < 9 miatt az 6t kiilonbozé végzddés koziil a 9-es nem lehet el8bb,
mint az 6t6dik szam végzodése. Mivel a kozbiils6 p; szamok valamelyike viszont 7-re végzddik, ezért
a konstans péros d; (= d) differencia 7-nél nagyobb kell legyen, tehdt d = 8. Ennek ismeretében
mar visszafelé haladva 9, 1, 3, 5, 7 lesz az 6t végz6dés. Ilyen sorozat példaul a

807, 815, 823, 831, 839,

vagy barmilyen més, ...8...07 kezdetil és 9-es jegy nélkili 6tos.

Erdekes viszont, hogy minden sorozat, barmilyen kezd6taggal inditva végtelen sokszor tartalmaz
ilyen 5 hosszisagu, csupa paratlan szamokbdl allé futamot. Elég ezt az egyjegyld, 1 < 7 < 9
kezdStagokra igazolni, mert amikor a sorozat el6szor atlép egy 10-hatvanyt, akkor az elsé 10% 4 5/
alaku tagjatdl kezdve ,,elegendben sokdig” egy esetleg mésik, 1 < j' < 9-bél indulé sorozat jelenik
meg 10F-val eltolva, hisz az 10...0 kezdSszelet szamjegyei nem viltoztatjdk meg a legnagyobb
szamjegyet.

Viszonylag kevés szamoldssal lathatjuk, hogy minden j < 10-bél induld sorozat 101-nél 1épi at
a 100-at. Valéban, j = 1,2,4, 8 esetén:

1,2,4,8,16,22, 24,28, 36, 42, 46, 52, 57, 64, 70, 77, 84,92, 101
a tobbi j-re pedig hamar kozos dgra, a 18-ba jutunk: (3,6,9,18), (5,10,11,12,14,18), (7,14,18).

Innen pedig
18,26, 32, 35,40, 44, 48, 56, 62, 68, 76, 83, 91, 100, 101.



101-t61 mar kézi szamolassal hosszu lenne a folytatas, de a

=MAX (KOZEP (A1;SOR(INDIREKT("1:"&HOSSZ(A1)));1)*1)

Excel-képlet segitségével hamar kijon, hogy 1161 tovabbi 1épés utan megjelenik a 7807, illetve
onnantol az 6t paratlan tagbdl allé futam. Mivel a 101, és igy a 7807 is minden egyjegyt induld
értékbél elédll, ezért a 10% (k > 3) elérését kovetSen ezer-egynéhany 1épés utéan mindig kapunk egy
7807-es végzbddéssel kezd6do paratlan 6tost.

* ok x

Sok hasonlé kérdés is felvethetd a sorozattal kapcsolatban, akar késébbi Héttusa-fordulékban:

1.

Milyen hosszu a leghosszabb, paros szdmokbdl 4116 futam? Van-e minden sorozatban ilyen hosszi, tiszta paros
rész? (Ez lenne a természetes ikertestvér-feladat, és kb. ugyanolyan nehéz, mint a pératlan eset.)

Milyen hosszt a leghosszabb, 3-mal oszthaté szdmokbdl 4116 futam? Van-e minden sorozatban ilyen maximélis
futam? (Ez a 9 szdmjegy miatt lehet izgalmas. Es kérdés, hogy egydltalan korldtosak-e a futamhosszak. A
t6bbi kongruencianal sem mindig nyilvdnvald.)

Milyen hosszi a leghosszabb, 3-mal nem oszthaté szamokbdl all6 futam? Van-e minden sorozatban ilyen
maximdlis futam?

Milyen hosszi a leghosszabb, 5-tel oszthaté szamokbdl 4116 futam? Van-e minden sorozatban ilyen maximalis
futam?

Milyen hosszi a leghosszabb, 5-tel nem oszthaté szdmokbdl allé futam? Van-e minden sorozatban ilyen
maximalis futam?

Milyen hosszi a leghosszabb, 7-tel oszthaté szamokbdl 4116 futam? Van-e minden sorozatban ilyen maximalis
futam? (Héttusa-bardt kérdés)

Milyen hosszi a leghosszabb, 7-tel nem oszthaté szdmokbdl allé futam? Van-e minden sorozatban ilyen
maximadlis futam? (Ez nehéznek latszik)

8. Van-e mindig végtelen sok szomszédos szampar a sorozatban?

9. Van-e mindig végtelen sok ikerpdr (2-kiilonbségli szomszédos tag) a sorozatban?



94 Legkevesebb hany cstcsa lehet annak a poliédernek, amelynek nincs harom, ugyanannyi
éllel hatarolt lapja?

Megoldds. Tekintsiik a szabalyos dodekaéder két szomszédos Gtszoglapjan levd 8 csics konvex
burkat. Ennek a testnek 2 haromszog-, 2 négyszog- és 2 otszoglapja van.

Még harom masik test is rendelkezik hasonlé tulajdonsaggal. Ezekbol kett6t igy kapunk, hogy
a fenti 8 csiicst test egy vagy két csicsat levagjuk. Anndl a csiicsndl kell vagni, amelyiknél a 3-,
4- és 5-sz0g lap taldlkozik, mert a csonkolas eggyel el fogja tolni az oldalszdmokat: a 3-szoglapbdl
4-s70g, a 4-sz0gbol 5-sz0g, az 5-sz0gbol 6-sz0g lesz, igy nyeriink egy hatszoget, és a vagosik hozza
vissza a vagassal elrontott 3-szoglapot (bal oldali dbra). Ennek a testnek 10 csticsa és 7 lapja van.
Az el6z6 vagdssal nem érintett oldallapok taldlkozasdndl is levaghatjuk a szemkoztes csticsot, ezzel
kapunk egy mésodik hatszoglapot (kézépsé dbra). Ennek a testnek 12 csticsa és 8 lapja van.

Van egy masik, ugyancsak 12 csicsi megfelel6 test, ez a négyzet alapd gula csicsanak, illetve
az alaplap két szomszédos sarkdnak levdgdsdval keletkezik (jobb oldali dbra). Az {gy kapott test
mas szerkezetli, mint az el6z0, hiszen ennél a 4-szoglapok szomszédosak, az 5-szoglapok nem, mig
a kozépso abran lathato testen éppen forditva, az 5-szoglapok szomszédosak és a 4-szoglapok nem.

L T Lx

8-nél kevesebb csicsu test nem lehet j6. Ha V', E,| F jeloli a csicsok, élek, lapok szamét, akkor
V =5 csak két poliédert enged, mindkettoben 3-nél tébb haromszog van.

A csucsok fokszamosszege 2F, és minden csucsba legaldbb 3 él fut, tehat 2FE > 3V, azaz
E > 3V, amit az Euler-képletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy FF +V = E +2 > %V + 2, azaz
F> %2 V+2

Ha V = 6, akkor az el6z6 képlet miatt legaldbb 5 lapja lenne a testnek, és 6tszoglapja biztosan
nincs, hiszen akkor gila lenne. Ezért csak haromszog- és négyszoglapok lehetnének, valamelyikbdl
tehat 2-nél t6bb.

Ha V = 7, akkor a fenti képlet F' > 6-ot ad. Itt most hatszdglap nem lehet, tehat a feltétel
miatt kényszertien 2 haromszog, 2 négyszog és 2 6tszoglap van. Ekkor viszont F' = 6, tovabba az
élek szédma pontosan 2(3 4+ 4 + 5)/2 = 12 lenne, ami ellentmondana az F + V = 13 értéknek.



95 Egy 5x5-6s tabla mindegyik mezdjén all egy babu. Most mindegyik babuval valamelyik
vele oldalszomszédos mezore lépiink. Legfeljebb hany iires mezé maradhat ezutan?

Megoldds. Legfeljebb 16. Mésképp nézve, a tdblan legalabb 9 mezd mindig foglalt lesz.
Belatjuk, hogy altalanosabban, paratlan oldalhossziisdgi négyzetes tablan az ellépések utan a
foglalt mezok minimalis szama

{(2/4;—&—1)27 ha m =4k + 1;
Cm =
(2k +2)2 — 1, ham =4k + 3.

—
/

T

=
R

3. dbra. Fiiggetlen mez8k (m = 4k + 3) 4. dbra. Lefogé mezdk (m = 4k + 3)

Tekintsiik a bal oldali abrakat. A bal fels6 sarokbdl a tabla szélén haladva felvaltva két mezére
babut helyeziink, kettét tiresen hagyunk. Ugyanezt ismételjiik a 4-gyel kisebb bels6 téablarészen,
majd befelé ugyanigy haladunk, amig a tdbla kozepéhez nem ériink (a 3 x 3-as magot csak hidnyosan
lehet korbejarni). Egyszerlien végignézhetd, hogy a babuk helyzete olyan, hogy semelyik kett6hoz
nem taldlhaté kozds (oldal)szomszédos mezd, ebben az értelemben ezeket a mezbket figgetleneknek
nevezzik. A résztabldk szegélye mentén a 1épéskoz, két koncentrikus gytirt babui kozt pedig az el-
tolas biztositja ezt a tulajdonsagot. Ezek a babuk tehat, amikor ellépnek a mezG6jiikrél, biztos, hogy
pdronként kilonbozé mezdre fognak lépni, tehat annyi mez6 biztosan foglalt lesz, ahany fiiggetlen
babut elhelyezhetiink a tablan.

A jobb oldali abrék az egész tablat lefogd babuhalmazt mutatnak, azaz olyan halmazt, amelyben
barmelyik tablamezohoz taldlhato legalabb egy szomszédos babu. A megoldéds szempontjabdl ez is
egy alapvetd tulajdonsag, hiszen az ellépések utan elfoglalt mezok lefogé halmazt alkotnak. Mind
a 4k + 1, mind a 4k + 3 oldalhosszusagu tablédk esetén az, hogy a halmaz az egész tablat lefogja,
a résztabldk gylriin keresztiilhaladva egyszeriien beldthaté. A bdbupdrok (,,domindk”) haladdsa
itt nem tetszoleges, azt a legbelsd 5 x 5, illetve 3 x 3 rész kényszeritette ki. Figyeljiik meg, hogy a
jobb és bal oldali dbrakon eltéré helyzetben ugyan, de azonos szamui domind, és igy természetesen
azonos szamu babu van.



Fiiggetlen babu legfeljebb annyi lehet, ahdny elemi egy lefogd halmaz, hiszen ellenkezé esetben
a skatulya-elv miatt valamelyik lefogé babura tobb fiiggetlen babu jutna. Azoknak ez a lefogd egy
ko6zos szomszédja lenne, ami a fliggetlenségnek ellentmond. Mivel mindkét esetben taldltunk egy
fliggetlen halmazzal azonos elemszamu lefogé rendszert, ezért ezek a lefogd halmazok sziikségképpen
minimélisak (a taldlt fliggetlen halmazok pedig maximalisak). Ez egyuttal azt jelenti, hogy kozos
elemszamuknadl kevesebb helyre nem lehetséges az ellép6 babukat iranyitani, mas széval, az ellépések
utédn legalabb ennyi foglalt mez6 lesz.

Végiil mar csak meg kell szamolnunk a lefogé (vagy a fliggetlen) halmazt. Egy-egy 1épésben a
négyzetoldal 4-gyel, a kertilet 16-tal nd, és mivel a szegély melletti mezoknek pontosan fele foglalt,
igy minden tjabb gytri 8-cal néveli a babuk szamét. Tehat ha ¢, jeloli a minimalis lefogé halmaz
elemszamat, akkor

Carr1 =1+ 8(1+2+... +k) = (2k+ 1)

Az m = 4k+3 eset hasonld, csak a nem teljes belsé kor miatt kicsit masképp kell szamolni. Nyilvan
c3 = 3. k>0 esetén

Caks3 =3+4B+5+... +2k+1)=-1+4(1+3+5+...+2k+1) = 2k +2)* — 1

A feladat tokéletes ikerparja a korabbi, 45. Héttusa-feladatnak. Az altaldnos eset képlete is teljesen
azonos azzal, amit ott levezettem:

LWJ —1, ham =3 (mod 4)

Cm (m41)?
[mTJ ., egyébként

A képletben az m = 4k + 3 eset egyetlen mezényi deficitje a 3. dbra 3 x 3-as kozepénél emlitett
féldominds ,,megbicsaklast” tiikrozi.

96 . A2 3,4, ..., nszdmokat pirossal és kékkel szinezziik gy, hogy ha két szdm azonos szinfi,
akkor a szorzatuk a mdsik szinii legyen. (A két szam lehet ugyanaz is: ha példdul 2 kék, akkor
2 x 2 = 4 piros.) Mekkora lehet n legnagyobb értéke?

Megoldds. 31-ig van j6 szinezés, kés6bb nincs. Az egyszeriibbnek igérkez6 additiv valtozattal
érdemes kezdeni. Oftt csak négyig juthatunk, mert az 1 és a 2 (1+1=2), valamint a 2 és a 4 (24+2=4)
kiilonb6z6 szinliek lesznek, igy 1 = 4 miatt 3-at a masik osztalyba kell tenni, tehat 2 = 3. Ekkor
az 5 mar egyik osztdlyba sem keriilhet.

Rétérve a feladat kérdésére, 32-ig biztos nem juthatunk, hiszen az els6 6t 2-hatvany a fenti
észrevétel miatt a kitevOket nézve valahol elrontand az osztalyozast. 31-ig a szinezés — ismét az
el6z6 bekezdésre hivatkozva — a kovetkezd lehet: ha a nem feltétleniil kiilonb6z6 primosztok szama
1 vagy 4, akkor a szam piros lesz, ha 2 vagy 3, akkor kék. Ez a csoportositas 31-ig viheto, a
primeken kiviil a 16 és a 24 lesz piros.



97 Egy 20 cm hosszi pélcat olyan darabokra tortiink, amelyek hossza egész szamu centiméter.
Mi a legkisebb darabszam, amelyre biztosan igaz, hogy az Osszes darabbdl — barmekkorak is a
darabok — kirakhato egy téglalap?

Megoldds. 12 résznél biztosan sikeriil, kevesebbnél nem mindig. Altalénosan,

Egy 2n hosszu pdlcdt legalabb n+2, egész hosszusagu részre kell torni, ezekbdl kirakhato valamilyen
téglalap, kevesebbdl nem mindig.

Kezdjik az utébbival, mert egyszeriibb. Ha legfeljebb n + 1 rész engedélyezett, akkor legyen
eqy kivétellel az osszes rész 1. fgy az egységnyi részek szama legfeljebb n, ezért az egyetlen nagy
rész hossza legalabb a félkeriilet lenne, és az kizdrna a téglalap Osszedllitdasat.

Most belatjuk, hogy n + 2 rész mar elegend6. Indukciéval bizonyitunk, n = 2-re az allitas
trividlis. Tegyiik fel, hogy n-nél kisebb értékekre igaz, és tekintsiik S = 2n-nek egy tetszoleges,
n + 2 egész tagbdl allé felbontasat. Jeloljitkk m-mel az egységnyi részek szamat, ekkor

m+2n+2-—m)<2n

miatt lathatd, hogy m > 4. Masik oldalrdl feltehetjiik, hogy m < n, mert ellenkezd esetben
egyszerlien az egyetlen nagy palcadarab a félkeriiletnél kisebb, igy valaszthaté a téglalap egyik
oldaldnak, a szemkozti és a masik két oldal pedig a maradék egyesekkel kirakhaté. Az m < n ugy
is olvashatd, hogy az egységnyinél hosszabb darabok (tovdbbiakban nagy tagok) szdma legaldbb 2.
Megmutatjuk, hogy van két nagy tag, amiknek a kiilonbsége kisebb, mint m. A legkisebb nagy
tag legaldbb 2, a legnagyobb nagy tag pedig legfeljebb 2n —m — 2 (a nagy tagok Gsszege minusz a
legkisebb nagy tag). Osszuk fel a két szélsé nagy tag tavolsigét a szdmuk minusz 1, azaz n+2—m—1
egyenld részre, ekkor valamelyik részintervallumba két nagy tag keriil. Ezek kiillonbsége megfelel6

lesz, ha teljesiil, hogy
2n—m —4

<m.
n—m+1

Atszorozva
m—m—4<nm-—m>+m

és rendezve
m(m—2)—4<n(m-—2),
végiil
—4<(n—m)(m—-2),
ami igaz, hisz a jobb oldali két tényez6 nemnegativ.

Kaptuk tehdt, hogy van olyan a > b nagy tag, amelyre a — b < m. Hagyjuk el a részek
kozil a-t, b-t és d = a — b darab egységnyi részt. Ekkor a részek szama d + 2-vel csokken, az
Osszhosszisdg pedig 2a-val. Mivel b > 2, ezért a = d + b > d + 2, tehdt 2a > 2(d + 2) — az
elhagyott 0sszhossz legalabb annyi, mint az elhagyott részek szamanak duplaja —, ezért az elhagyés
utan alkalmazhatjuk az indukciés feltevést. A maradék részekbol kirakjuk a téglalapot, majd két
szemkoztes oldal egyikéhez hozzavessziik a-t, a masikdhoz pedig b-t és a d darab egységnyit.

Mivel az indukcié nem trividlis kezdd helyzetbdl indult, meg kell nézni, hogy az elhagyas utan
nem maradt-e elfajult helyzet. Mivel a — b hatarozottan kisebb, mint m, ezért legalabb 1 egységnyi
rész maradt. A maradék Osszhosszisdg paros (2n — 2a), tehit az egységnyi részen kiviil maradt
mas tag is.

e Ha az egységnyi darabon kiviil nagy tag is maradt, akkor a maradék Osszhossz biztosan
nagyobb, mint 2, tehdt nem elfajult helyzet, igy az indukcids 1épés valéban megteheto.

e Ha nincs mas maradvany, csak két egységnyi darab, akkor a téglalap oldalai legyenek a,
b+dx1,1,1.



98 . Felfoldon a totd csak négy mérkdzést tartalmaz. Minden mérkézés eredményére haromféle-
képpen lehet tippelni: 1, 2 vagy X (a hazai csapat nyer, a vendégcsapat nyer, vagy dontetlen lesz
az eredmény). Egy szelvényen csak egy tipposzlop van. Hény totészelvényt kell kitoltentink ahhoz,
hogy barmilyen eredménnyel zaruljon is a négy mérkézés, legyen kozottilk legalabb egy legaldabb
haromtalalatos?

Megoldas. 9 szelvény elég. Mddositsuk a dontetlen jelét O-ra, a négy tippet jeloljik x-gyel,
.., oq-gyel. A szisztémank az lesz, hogy x3 és x4 értékét mind a 9 lehetséges modon felvessziik,
és az x1 és xo tippet ezekbdl mint 3-as maradékosztalyokbdl szamitjuk ki ugy, hogy

T1 = T3 + T4, T2 = T3 — T4
A kilenc szelvény tehét:
01 2 1 2 0 2 01
0 2110 2 2 10
00 0 1 11 2 2 2
01 2 01 2 0 1 2

A fenti szelvények rendelkeznek azzal a tulajdonsdggal, hogy semelyik szelvénypéaron nincsen
két mérkézés ugyanolyan tippel. Ez abbdl kovetkezik, hogy akarmelyik két koordindta értékét
ismerjiik, abbdl a masik kett6 egyértelmiien meghatdrozhaté. Tehat nincs olyan kimenetele a
fordulénak, aminél két kiilonb6z6 szelvényen is lenne legalabb harom taldlat. Ugyanis ha példaul
az egyik szelvényen csak az elsé, a masikon csak a negyedik mérkézést hibazzuk el, akkor a maradék
két (2. és 3.) mérkézést mar j6l kellene tippelni, de ez lehetetlen, mert két helyen egyezés nincs a
szelvények kozott.

Minden szelvényhez 2 - 4 + 1 = 9 olyan kimenetel tartozik, amelynél a szelvénynek legfeljebb 1
hibaja, azaz legalabb harom taldlata van. Tehédt a 9 szelvényhez 9 - 9 = 81 kimenetel tartozik, és
ezek mind kiilonb6zdk, emiatt a forduld Gsszes kimenetelét lefedtiik ezzel a 9 szelvénnyel.

Ugyanezért ezt 8 szelvénnyel nem lehet megoldani, mert azzal csak 8 - 9 = 72 kimenetelt lehet
lefedni.

* ok Xk

Az Alf6ldon, ahol a 13-as totot jatsszak, szintén létezik hasonlé perfekt mddszer. Itt 10 ko-
ordinatat valasztunk szabadon, tehat x4, x5, ..., r13 tippeket valasztjuk meg az Gsszes lehetséges
modon, és az x1, 2, x3 koordinatdk lesznek ezek alkalmas linearis fiiggvényei. Ebben a jatékban
tehéat 310 = 59049 szelvény biztosit 12 taldlatot.

A harom egyenlet

X1 =24+ x5 + X6+ 27+ T10 + T11 + 12 + T13
Ty = T4 + 225 + T8 + Tg + T10 + T11 + 2712 + 2713
T3 = Te + 2x7 + 28 + 229 + 10 + 2711 + T12 + 2713,

illetve matrixalakban

T1 1111001111
i) = 1 2 0 0 1 1 1 1 2 2 (1’4 Is5 Tg Ty g g 10 11 L12 .’Elg)T. (1)
T3 001212121 2

Itt is el6szor azt érdemes ellendrizni, hogy 2 hijan a tobbi 11 eredmény egyértelmiien meg-
hatérozza-e valamelyik szelvényt, vagy, a linearitds miatt tomorebben, ha egy kédszo (szelvény)
valamelyik 11 koordinatdja 0, akkor az osszes 0. Ez vilagos, ha a 11-bol 10 szabad koordinata 0,
és akkor is, ha 9 szabad tipp és 2 fiigeg6 egyenlet 0. Az érdekes eset az, amikor 8 szabad valtozénk
és 3 egyenletiink 0. Ha két szabad valtozd, példaul x; és x; kivételével minden szabad valtozé 0,
akkor az egyenletrendszer a kovetkezévé egyszertisodik

0 aq b1 T
0 = a9 bg (l’i Z; ) . (2)
0 as b3



ahol a matrix két oszlopa az eredeti egyenletrendszer x; és x; egyiitthatéibdl 6roklédott. Vildgos,
hogy az igy el6éllt (2) egyenlet akkor adja egyediil az x; = x; = 0 megolddst, ha a matrixnak
ez a két oszlopa linedrisan fliggetlen. Pontosan ez a szempont vezette az (1) egyenlet matrixdnak
felirasat, hogy az oszlopok a harom egységvektorral kiegészitve pdronként linedrisan fiiggetlenek
legyenek a 3-as maradékosztélyok teste felett.

A megjétszott 319 szelvény mindegyike 2 - 13 + 1 = 27 kimenetelt fog le. Kiilénbozé szelvények
nem nyerhetnek egyszerre, mivel egy olyan kimenetel mellett a két nyerd szelvény legfeljebb 2
helyen (ahol valamelyik hibdzott) térhetne el egymdstol, ez pedig ezekkel a kédszavakkal, 1éttuk,
nem lehetséges. Ezért a 3'0-27 = 313 kimenetel mindegyike valamelyik megjatszott szelvényiinkhéz
(a ,,nyer8hoz”) fog tartozni. Kevesebb szelvény itt sem elég, mert 1 szelvény csak 2-13 +1 =27
kimenetelt tud lefogni, ezért sziikség van legalabb 313 /27 = 310 szelvényre.



