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Dombi Péter

85. Egy kort 14 ponttal egyenld {vekre osztottunk. Ezek a pontok parosaval osszekothetok-e 7
db kiilonb6zd hossziusagu hirral?

Megoldds. Nem. Tegyuk fel, hogy egy szabalyos 2m szog csicsait parokba lehet allitani
kiilonb6z6 hossziasagu hurokkal. Ekkor a hurok Gsszhossza miatt a parokra teljesiilni kell az

(a1 —=by)+(ag—bo)+...4+(am —bn)=14+2+...+m

Osszefliggésnek, hiszen a bal oldali kiilonbségek minden 1 és m kozotti értéket kiadnak valamilyen
sorrendben. Mivel a bal oldalon minden [1,2m] intervallumba esé egész eléfordul, és az Gsszeg
paritdsan nem véaltoztat, ha a negativ el¢jeleket megforditjuk, ezért az is teljesiil, hogy

(ar+br+a+bo+...¥an+byp=) 1+24+...4+42m=14+2+...+m (mod 2).
A két oldal kiilonbségét véve
m+D)+(m+2)+...4(m+m—-1)+(m+m)=0 (mod 2).

Az utolsé tag elhagyhatd, a maradék rész (m—1)m+1+2+...4 (m—1) alakra hozhaté. Ebben az
(m—1)m rész mindig péros, tehét elhagyhatd, {gy azt kapjuk, hogy 14+2+...+(m—1) = m(m—1)/2
paros, ami csak m = 4k és m = 4k + 1 esetén teljestilhet. Mivel a feladatban m = 7 szerepelt, ezért
arra nincs megoldas.

Altalénosabban, egy szabdlyos 2m sz0g csticsait csak akkor lehet parokba allitani kiilénbo6zé
hosszusdgu hurokkal, ha m = 4k, vagy m = 4k + 1. Be lehet bizonyitani, hogy ez a feltétel
elégséges is.

86. Felfoldon a kirdlysiag térképén minden tartomany konvex alaku. Biztos-e, hogy a térkép
kiszinezhetd 3 szinnel ugy, hogy a k6zos hatdaru tartomanyok szine kiillonbo6z6?

Megoldds. Nem biztos. Ezen a térképen barmelyik két orszagnak van k6zos hatéara, ezért mind
a négynek mas szint kell valasztani:

87. Készitiink egy egész szamokbol 4116 sorozatot, a kiindulé szdm a 13. A sorozatban a kovetkez6
szamot mindig Ugy kapjuk, hogy a legutébbi szamhoz vagy 9-et adunk, vagy ha van, letordljik a
szam egyik 1-es szamjegyét, és ha egy ilyen torlés utan a szam elején néhany nulla all, azokat is
toroljik. Megkaphatjuk-e a 137-et egy ilyen sorozatban?

1) Ha a két miivelet (9-cel névelés, vagy l-es torlés) minden lépésben szabadon vélaszthatd,
akkor a 137 eléallithato:

13 —3—12—22%11 o0 2% 9 108 19 137,



Ilyen értelmezés mellett barmelyik természetes szambal elddllithato barmelyik mdsik természetes
szdm. Ha a kiindulé szam k jegyti, akkor el6szor sorozatos = 4+ 9 miivelettel elériink egy 10% + r
alakd szdmhoz (1 < r < 9), majd ebbdl torléssel magdhoz az r maradékhoz. Ezutdn r-bdl az

1—10—>19—9—18—>8—>17T—7—...—12—2—11 —1

ciklus megfelel6 részével megkapjuk az eléallitandé szdm 9-es maradékat, abbdl pedig ismételt x+9
miivelettel eljutunk az eléallitandé szamhoz.

2) Ha az 1-est minden alkalommal kotelezd torolni, akkor nem all el6 a 137, ciklusan ismétlsdik
a sorozat:

3 —3—12——2—1—0—-9—18—8—17T—7—...— 14— 4 — 13.

88. Bence viélasztott néhany egymast kovetd pozitiv egész szamot, és ezeket valamilyen sorrend-
ben leirta egymaés utan. Ezutan kiszamolta a szomszédos szamparok legnagyobb kozos osztéjat, és
csupa kiilonb6z6 szamot kapott. Legfeljebb hany szamot valaszthat Bence?

Megoldds. Ezt legfeljebb 6t szadmmal teheti meg, pl. igy: 10, 8, 12, 9, 11. vagy hasonléan,
végtelen sok masik otossel: 12k — 2,12k — 4,12k, 12k — 3,12k — 1. Belatjuk, hogy &tnél tobb
szomszédos szammal ilyen sorrend nem létezik. Legyenek a szamok

mm+1,....m+n—1.

(1) Két szédm legnagyobb kozos osztdja (Inko) osztdja a kiilonbségnek, ezért esetiinkben mind-
egyik Inko legfeljebb n —1. De n—1 szomszédos par van, ezért, ha mind kiilonb6z6, akkor az Inko-k
éppen az 1, 2, ..., n—1 szdmok.

(2) J6 sorrendben a pdros szdmoknak egymds mellé kell kerilniik. Ugyanis az Inko-k kozott
k = |n/2] péros szdm van, ezek csak paros szamok kozott léphetnek fel. De kivélasztott paros szdm
is ugyanennyi, vagy eggyel tobb van, igy ha a szomszédos helyre keriilé szamparoknak graféleket
feleltetiink meg, akkor a paros szamok részgrafjaban k éliink és legfeljebb k + 1 csicsunk van, a
kormentesség miatt ebbdl mér kovetkezik (¢ komponensbdl allé erdének k+1—c éle van, {gy ¢ = 1),
hogy ez a rész maga is egy egyszeri 1t, ,,lanc” .

(3) Nagy pdratlan Inko csak pdros-pdratlan szdmpdrndl léphet fel. Ez egybél ldtszik akkor,
ha d > (n — 1)/2, hiszen ilyen d-nek csak két tobbszorose fordulhat elé a szdmaink kozott, és
két egymas utani tobbszoros koziil az egyik paros, a masik paratlan. Ez a megfigyelés tovabb
javithaté az (n —1)/2 > d > (n —1)/3 esetekre is. hiszen ilyen d-nek legfeljebb hérom t6bbszordse
fordulhat el6 a szamaink kozott, viszont 2d maga is fellép Inko-ként két paros szdm kozott, ezért
ha két paratlan szadm Ilnko-ja d lenne, az a péaros tobbszorosokkel egylitt méar négy tobbszorost
jelentene. Vagyis d ismét csak paros-paratlan szampar Inko-ja lehet. Nagy paratlan Inko csak
a paros szamok lancanak két szélén csatlakozhat paratlan szdamhoz, ezért legfeljebb két pdratlan
n—1>d>(n—1)/3 lehet.

(4) Han > 1T, akkor legaldbb hdrom nagy pdratlan Inko van, tehdt a kért sorrend nem létezhet.
Mert ha n = 8, akkor 3,5,7 megfelelék, ha n > 8, akkor az (n —1)/3 < d < n—1 intervallum hossza
%(n —1) > 5, és 5 hosszu intervallumban mindig van 3 paratlan egész.

(4) Azn =17 eset. Ekkor a d = 6 a legnagyobb és legkisebb szdm kozott 1éphet fel, ez a két
6-tal oszthaté szam tehat egymads mellé keriilne, tehat valamelyikiik a parosokbdl allé lanc belso
eleme, igy ahhoz paratlan Inko nem tartozhat. A mésik 6-tal oszthatéhoz kellene tartozni egyrészt
a 3-mal oszthaté paratlan elemnek (d = 3), mdsrészt az 5-tel oszthaté paratlan elemnek (mivel
d = 5-6s kiilonbség csak a legnagyobb vagy a legkisebb szdmndl 1éphet fel). Tehat vagy d = 3, vagy
d = 5 hidnyozni fog az Inko-k koziil, igy az n = 7 esetet kizarhatjuk.

(5) Azn =6 eset. Itt 3-3 péros, illetve paratlan szdmnak kell lennie, d = 5 Inko miatt a két
5-tel oszthatd szam a legkisebb és legnagyobb, egyikiik paros, mésik paratlan. d = 4 Inko miatt a
parosak kozt két 4-gyel oszthatd van, igy a legkisebb és a legnagyobb pdros szdm 4-gyel is oszthato,
és ezek a keresett sorrendben d = 4 miatt biztosan szomszédosak.

(i) Tegytik fel, hogy az 5-tel oszthaté péaros szam a legnagyobb, ekkor a szdmaink

20k —5, 20k—4, 20k—3, 20k—2, 20k—1, 20k.



A megengedett sorrendben a paros szamok lanca csak
20k —2, 20k—4, 20k

lehet, az 5-tel, illetve 3-mal oszthaté parok sziikségképpen a paros lanc szélein 1épnek fel. FEzért
3|20k — 2, {gy viszont 3|20k — 5 is teljesiil, tehdt a nagysdg szerint egymdst kovetd harom péaratlan
szambol az egyetlen 3-mal oszthaté a 20k — 5 lenne, igy erre a szamra két helyen is szilikség volna,
a 20k — 2 el6tt d = 3 miatt, és a 20k utdn d = 5 miatt, ami lehetetlen.

(ii) Tegytik fel, hogy az 5-tel oszthatd péros szdm a legkisebb, ekkor a szdmaink

20k, 20k+1, 20k+2, 20k+3, 20k+4, 20k+5.
A megengedett sorrendben a paros szdmok ldnca csak
20k +2, 20k+4, 20k

lehet, az el6z6hoz hasonléan most 3|20k+2 kellene, ami itt 3|20k+5 miatt ugyantgy ellentmonddsra
vezet.



89. Egy 4x4-es sakktablan minden mezon &ll egy béastya. Egyesével levehetjiik 6ket, mindig olyan
bastyat, amelyik paratlan szamu bastyat tart iités alatt. Legfeljebb hany bastyat lehet igy leszedni
a tablarol?

Megoldds. Legfeljebb 11-et. Altalénosan, n X m-es tablan legfeljebb nm — 5 bastyat lehet
levenni, azaz 5 babu mindenképpen a tdblan marad. A négy sarok érinthetetlen, mert indirekt,
amelyik sarkot el6szor vennénk le, annak a sordban és oszlopaban van még babu, ha méashol nem,
akkor az dtellenes sarkokban, igy az legaldbb két (sarok esetén tehét pontosan két) helyrél tdmadva
lenne, ami ellentmondas. Hasonldéan, az utolsé nem-sarok mezét sem lehet levenni, mivel a tabla
belsejében 0 sarok, a tdbla szélén pedig 2 sarok tdmadna.

Pontosan 5 bastya kivételével a tobbi babut a kovetkezoképpen vehetjiik le. Els6 1épésben a
legalsé és a legfels6 sor n — 2 belsd mez6jét szedjilk le. Ezutan a teljes masodik sort leszedhetjiik
igy, hogy a 3. mez6tél (¢ oszlop) kezdbdben egyesével jobbra haladva leszediink n— 2 mezét — ezt a
helyzetet mutatja a bal oldali 4bra —, majd rendre az 1. és 2. mez&t (a és b oszlop). Soronként felfelé
haladva ugyanigy "kitakarithatjuk” a 3., 4.,...,(m — 2)-edik sort (az ezt kovetd helyzetet mutatja
a jobb oldali 4bra), végiil az utolso teljes (azaz a legfels6 el6tti) sort a jobb szélsd béabu kivételével
leszedhetjiik egyszerlien balrdl jobbra haladva. A tédblaméretbdl csak annyit haszndltunk, hogy
n,m > 3, tehat az allitds ebben az altalanos formaban is igaz.

= N W b 01O N

abcde f gh
Megnézhetjiik, hogy mas sakkfigurdkkal hdny babu szedhetd le ilyen paritasfeltétellel.

a. Vezérek

Vezéreknél mindig egy teljes sor leszedhetd.

(i) Pdros sorméretnél (bal oldali dbra) vegyiik le a sorban balrdl jobbra minden mdsodikat,
majd a maradék babuk koziil a belsdket — amiknek 5 (feliil 3, oldalt 2) tdmaddjuk van — tetszbleges
sorrendben, ezek utan a jobb széls6t és végiil a b oszlopbelit. (ii) Paratlan sorméret esetén ugyanigy
vegylik le balrdl jobbra minden mésodikat, de a jobb szélsd vezért hagyjuk fent (jobb oldali 4bra).
Ezutdn a maradék babuk koziil a ismét a bels6ket — amiknek 5 (feliil 3, oldalt 2) tdmadéjuk van —
tetszoleges sorrendben, majd a jobb széls6t és végiil a b oszlopbelit.

abcde f gh a b cde

Miutén egyenként , kitakaritottuk” az alsé n — 1 sort, a legfels6 sor trividlisan egyesével leszed-
het6 egy babu kivételével.

g

b. Kiralyok

Kiralyoknal a valasz a tablaméret paritasatol fiigg. Ha a tabla valamelyik irdnyban pdratlan, akkor
az utolso bdbuig mindegyik leszedhetd, ha a tibla mindkét irdnyban pdros, akkor viszont legaldbb 2
babunak fent kell maradnia. A masodik allitds belatasahoz legyen a kirdlyok szama K, az egymast
tdmadoé parok szama E. Egy-egy babu levétele utan a K + E Osszeg paritdsa nem valtozik, hiszen



K eggyel, F pedig paratlan szaimmal csokken (egy kirdly levételével \ij tdmadd paros nem sziilethet,
csak azok a pdrok szlinnek meg, ahol a levett kirdly volt az egyik fél). Az n x m-es tabldn kezdetben
K = nm, és az egyes mez6krol tamadott kirdlyok szdama, kiilon a belsd, szélsé és sarokmezékrol
Osszesen 8mn — 6(n — 1 +m — 1) — 8, az élek — tdmaddsban 4ll6 parok — szdma ennek a fele, tehét
K + E =5mn — 3(n+m) + 2, ami paros, ha m és n is paros, egyébként paratlan. Ha az utolsé
babuig mindegyik levehetd, akkor K + E értéke 1-re csokken, ezért a kiindulé allasban n és m koziil
valamelyiknek paratlannak kell lenni.

Az optimalis eljards pdratlan sorhossz esetén: az alsd sortdl kezd6dden levessziik a sorban
minden masodik babut, majd utdna a sormaradékot egyenként, ezzel a teljes sort kitakarithatjuk
(bal oldali abra). fgy az utolséig minden sort kitakarithatunk, majd a legfelsé sor babuit az utolsé
kivételével egyszeriien balrél jobbra egyenként levehetjiik.

Ha mindkét irdnyban pdros sok mez8 van (jobb oldali dbra), akkor elészor levessziik kettesével
lépkedve az alsé sort az utolsé béabu kivételével (n — 1 pédratlan). Ezutdn balrdl jobbra haladva
az (m — 1)-es — szintén paratlan — oszlopokat takaritjuk le, az utolsé és az utolsé el8tti oszlop
kivételével. Az utolsé el6tti oszlop aljan 2 kirdlyt hagyunk (m — 3 pdratlan), az utolsé aljan pedig
— akar egyesével 1épkedve — 5-6t. Végiil a 7 kirdlybdl 5-6t levehetiink h4,g3,h2,h1, g2 sorrendben
az abra jelolésével. Ezzel belattuk, hogy ilyen tdblan 2 kivétellel az Osszes kiraly levehetd.

= NN W s 01O N O

c. Futok

A futdk esetében a sotét és vilagos mezdn allé babuk két kiilon problémaét jelentenek. Ha a tabla
négyzet alaki, akkor csak az atlokban lehet babut levenni, saroktdl kezdve sorban, egy hijan az
Osszeset. fgy pl. 4x4-es tdblan 6 veheto le.

Az n x m-es nem-négyzetes tabla esetének héttérében egy gazdagabb, de jol leirhaté struktira
hizodik meg. Kezdeni csak sarokmezdben lehet: feltessziik, hogy a bal alsé sarokbdl indulunk.
Konvencié szerinti ez s6tét mezé, tehat csak a sotét mezén allo futékkal foglalkozunk. Specidlisan,
ha mind a négy sarokmez6 s6tét (n és m pdratlan), akkor a vildgos mez6krél egyetlen futé sem
veheto le.

Legyen a = n— 1, b = m — 1. Rendeljiikk hozza az n x m-es ,,sakktabldhoz” a sarokmezok
kozéppontjai altal meghatarozott a x b méreti ,,bilidrdasztalt”, és tekintsiik a bilidrdasztal bal
alsé sarkdbol 45° szogben indulé bilidrdgolyé dtjat. Ez az Gt nem tartalmaz ciklust. (Biz.: Ha
tartalmazna, akkor a hatdron is ismétlédne valamelyik ,fali {itkéz6pont”. Ha u lenne az els6
ismétlédo, akkor egyrészt u nem lehet sarok, mivel sarokndl vagy csak indulni, vagy csak érkezni
lehet. Masrészt ismétlésnél a golydnak az atlésan egy vonalban levd két fali iitkbz6pont egyikébol
kellene érkeznie, de akkor az a fali pont egy u-ndl kordbbi ismétlddés lenne, ellentmondés.)

Az it hossza egyszertien megadhaté a és b legkisebb kozos tobbszorosével: [ = v/2-1kkt(a, b).
Ez azért igaz, mert a goly6 a 1épésenként titkozik az egyik irdnyu falakkal, és b lépésenként a méasik
irdnytakkal. Mivel a sarkok mindkét irdanyu falhoz tartoznak, ezért sarokba érkezés els6 alkalommal
a legkisebb kozos tobbszorosnél, lkkt(a, b) 1épés utdn kovetkezik be.

Ugyanez a gondolat segit megérteni, hogy a golyo egyenletesen striin jarja be az asztalt és
egyenld helykiézokkel titkozik a falakon. Ha (a,b) = 1, akkor (a — 1)-szer iitkozik az a hosszusdgu
oldalakkal (ennyi b t6bbszoros van lkkt(a,b) = ab-ig), és (b — 1)-szer a b hossziakkal. Mivel nincs
ismétlsds titkozépont a falon, igy a két sarokkal egyiitt pontosan (a + b) keriileti pont van a golyé
palydjan. Ezek kozott nyilvan nem lehet két kozvetleniil szomszédos, mert a koordindtadsszeg — az
indulé sarkot vélasztva origénak — mindig paros (1épésenként mindkét koordindta eggyel valtozik).



Tehat a kerileten minden mdsodik rdcspont tutkézopont, és emiatt az asztalon minden mésodik
racspont palyapont. Visszatérve a sakktablas szohasznalatra, ez pontosan azt jelenti, hogy a golyd
a sakktabla Gsszes sotét mezdjén végighalad.

Belatjuk, hogy a bilidrdgolyd wtjdn haladva minden lépés megengedett, azaz lépésenként a soron
kovetkez6 futét mindig paratlan szdmd, még tablan levé béabu tdmadja. (1) Ha a soron kovetkezd
futé a tabla szélén van, ott kezdetben pontosan két iranybdl volt tamadva, és a két irdany koziil
az egyiket éppen azzal a lépéssel sziintetjilk meg (iiritjitk ki), amivel a leveendd futéhoz érkeziink.
(2) Ha a soron kovetkezd futé a tédbla belsejében van, ott kezdetben négy irdnybdl volt tdmadva.
Ebbdl az egyiket éppen azzal a lépéssel sziintetjiik meg, amivel a leveend6 futéhoz érkeziink. De a
masik hdrom irdny nem iires, mert a haladasi irdnyra merdleges szakasz végpontjain a babuk még
a tdblan vannak, kiillonben azon a szakaszon kordbban végigmentiink volna, és a széban forgd futéd
mar nem lenne a tablan. Tovabba a haladési irany késObbi végpontja sem volt még bejarva, tehat
e 3 irdnyban legkozelebbi futék adjak a soron kévetkezo futot tdmadé 3 babut.

Az eddigiek alapjan megdllapithatjuk, hogy ha a és b relativ primek, azaz (n — 1,m — 1) = 1,
akkor a sotét mezbkrél egy kivétellel az Osszes futé leszedhetd (szimmetriaokokbdl egy vildgos
sarokmez6bél induld, tiikrozott 1épéssorozattal az Gsszes vildgos mezd is bejarhatd).

A kovetkezd érdekes eset, ha (a,b) = 2. Ekkor n és m pératlan, ezért egy el6z8 megjegyzés
értelmében a vildgos futdcsalad érinthetetlen, hiszen nincs vildgos sarokmezd, igy ezekre nincs a
feltételnek megfelel6 kezdolépés. A sotét mezds futdcsalad viszont két diszjunkt bilidrdgolyo-pdlydra
esik szét. Ezt ismét a fali iitk6zOpontok segitségével lathatjuk be.

Az origébdl indulé goly6 lkkt(a,b) = ab/2 1épésnél érkezik meg sarokba, ezen a pélyan b
lépésenként iitkozik az egymadstdl b tdvolsdgra levé falakkal, ilyen fali litk6z6pontbdl tehdt a/2 — 1
van. Hasonléan a mésik parhuzamos oldalpdron b/2 — 1 van, ez Gsszesen, az induld és érkezd sarkot
is szdmitva (a + b)/2 keriileti pont, azaz minden negyedik hatdrpont. Ezek most is egyenletes
osztopontok a hataron, mert a parhuzamos falak kozott mindkét koordinata valtozésa oszthatd
2-vel (4ltaldnosabban lnko(a,b) = d-vel). Tehdt az origébdl indulé pédlya azokat a hatdrpontokat
tartalmazza, ahol a koordindtdk Osszege oszthaté 4-gyel (dltaldnosabban 2d-vel), és a darabszdm
miatt az Osszes ilyet tartalmazza.

A komplementer s6tét hatdrmezék, ahol z +y = 4k + 2, € {0,a}, y € {0,b}, az origébdl
indulé pélya tiikorképéhez tartoznak. A tiikrozés tengelye a(z egyik) 4-gyel nem oszthaté oldal
felezémerolegese. fgy a két palya egyiitt az Gsszes sotét fali oldalmezot tartalmazza, amibol azonnal
kovetkezik, hogy a két pédlya egyiitt minden sotét mez6t lefed. Ha a két palyat egymads utan jarjuk
be, akkor a 1épések az egyes komponensekben mindig meg fognak felelni a feladat feltételének, ez
az Osszefliggd esethez hasonléan bizonyithato.

Végiil, ha d = (a,b) > 2, akkor a sarkokbdl indulé palyé(ko)n pontosan a d-vel oszthatd (x + y)
koordinataosszegli fal melletti mez6k lesznek elérhetdk (ezek koordindtdi Aa + pb alakiak), ezekb8l
(a+b)/d < (a+1b)/2 van, igy a tobbi fal melletti mezén a babuk biztosan fent maradnak a tédblan.
A kovetkezb dbra a 11 x 16-os tabla szegélyén kialakul6 helyzetet szemlélteti (d = 5). A fehér
babuk mutatjdk a szélsé sotét mezdkrdl leszedhetd (z + y = 0 mod 10) futdkat, a fekete babuk
pedig az egyik nem leszedheté (x +y = +2 mod 10) ciklust alkotd, s6tét mezds futdesoportot.

(jsszefoglalva, a sarokmezd szinén dllo futdcsaldd akkor és csak akkor szedhetd le teljesen az
utolso bdabuig, ha
Inko(n —1,m —1) < 2.



A bizonyitasbdl az is kiolvashatd, hogy futdk esetében a teljes tdbla kitiritése ekvivalens a tdbla
szegélyén felsorakoztatott futok kitritésével.

Megj.: A bilidrdasztal tulajdonsdgairdl tobb helyen is lehet olvasni, pl. Hugo Steinhaus magyarul
is megjelent Matematikai kaleidoszkop c. konyvében, vagy az interneten: https://orbilu.uni.
lu/bitstream/10993/35682/1/perucca-arithmetic-billiards.pdf

90. A T-es totén hét kiilonbozé jegybdl dll6 szammal lehet részt venni. A sorsoldson egy ilyen,
hét kiilonb6z6 jegybdl allé szdmot sorsolnak. Egy tipp akkor nyertes, ha az a szdm valamelyik
szamjegyében megegyezik a kisorsolt szammal. Ha példaul 0123456 a tipp, és a kisorsolt szam
1234567, akkor ez a tipp nincs a nyertesek kozott, mig a 9876543 egy nyertes tipp. Egy jatékos
tobb szammal is jatszhat. Van-e 7 olyan tipp, amelyek kozott biztosan lesz nyertes is?

Megoldds. Egy tetszOleges tipp hét ciklikus eltoltja megfeleld:

1234567
2345671
3456712
4567123
5671234
6712345
7123456

Ugyanis a kihtzott szamok kozt van olyan, ami ezek koziil valé, és azt minden pozicién
megjatszottuk valamelyik szelvényen. SoOt, ezt tovabb javithatjuk, elég 6 tetszblegesen kivalasztott
szamot megjatszani 5 pozicion, ugyanis a kimaradé 4 szam legfeljebb 4 pozicion jelenhet meg, igy
az 6todik pozicién mar egy kivalasztott szam lesz kisorsolva.

fgy 6 szelvényen is lesz garantdlt taldlatunk.

12345 - -
23456 - -
34561 - -
45612 - -
56123 - -
61234 - -

Ot szelvény viszont kevés. Jeloljiik az i-edik pozicién megjétszott szdmok halmazét M;-vel,
a nem megjatszottakét N;-vel, a kihtuzott szamokat rq,...,7r7-tel. Ha — horribile dictu — a sor-
solds iranyitott lenne, akkor az 6t szelvény tgy tehetik nyeretlenné, hogy minden i-re r;-t az
N;-bdl vélasztjdk. Ilyen hozzérendelés a Hall-tétel szerint 1étezik, ha |N;; U...U N,, | > k minden
i1,y...,0; C [1..7] k-asra. Ez a feltétel k < 5-re automatikusan teljesiil, hiszen csak 5 szelvény van,
emiatt barmelyik pozicién |N;| > 5.

Es ha példaul k = 6-ra nem teljestilne, akkor IV;, U...UN;, = N legfeljebb 6telemii lenne, ami
a komplementerekre nézve azt jelenti, hogy e 6 pozicié mindegyikén ugyanaz az N-hez nem tartozo
ot szam lett megjatszva. Mivel csak 5 szelvény van, ez ismétlédés nélkiil nyilvan lehetetlen.

Ugyanezzel a konstrukcioval és ugyanezzel a bizonyitdssal lathatd, hogy N kiilonb6z6 kimenetel
(pl. sorrend)toté jatékban akkor és csak akkor lehet legaldbb egy taldlatunk, ha legaldbb | N/2] +1
szelvényen jatszunk — és elég (ciklikus permutécidkkal) a szelvények elsé [ N/2] pozicidjén fogadni.

91. Egy boszorkany fogsdgba ejtett hat torpét, és ezt mondta nekik: ,,Van hét kiillénboz6 szint
sapkdam, a szivarvany hét szinében. Holnap reggel bek6tom a szemeteket, majd a fejetekre teszek
egy-egy sapkat, és ezutan leveszem a kotést a szemetekrol. Mindenki latja a tobbiek fején 1évo
sapkat, de nem latja a sajatjat. Egymasnak nem adhattok segitséget a sapkak szinér6l. Mindenki
leirja egy cédulara azt a tippet, hogy milyen szinii sapka van a fején. Ha legalabb harom valasz
helyes, akkor szabadon engedlek benneteket, kiilonben itt maradtok orokre.”

A torpék kitaldlhatnak-e olyan mddszert, amely biztosan sikerre vezet, vagy ez reménytelen?

Megoldds. Van ilyen mdédszer. A torpék egy kor alaki palettat hasznédlnak (gondolatban), a 7
szint elhelyezik egy szabalyos hétszog cstcsaiban, és bevezetnek egy kétvaltozds relaciét a szinek
kozott: ¢ < co, ha ezen a palettan cq-et az éramutaté jarasa szerinti, félfordulatnal kisebb forgatés
viszi 4t co-be.
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Maésnap reggel minden torpe két szint nem l4t: a fején levd sapkaét, illetve a hetedik, fel nem
hasznalt sapkaét. Ez utébbi a feladathoz mellékelt dbra szerint a tirkiz volt. A torpék moddszere
az legyen, hogy mindenki a két hidnyzé szin koziil a nagyobbikat, azaz az 6rajards szerint késébbi
szint tippeli. Ekkor az a 3 torpe, akin a sapka szine a hidnyzo6 szin utan kovetkezik — az abran a
sotétkék, a lila és a piros sapkas —, a helyes valaszt fogja adni.



