Beke Mano: Bevezetés a differencial- és integralszamitasba

(4. kiadas, 1967)

Ez a kényv dontd hatassal volt 20. szazadban az analizis tanulasira. A konyv hat fejezetbol all. Min-
den fejezethez Gsszefoglalas és a targyalt anyaghoz kapcsolddo feladatok csatlakoznak. A matematikai
megfogalmazasok és egyes definiciok nem minden esetben egyeznek meg a ma hasznalatosakkal.

Az I fejezetben az elscfoka, az %, sinx, tgx, arcsinx, arctgx fiiggvényeket és abrazolasukat targyalja.
Foglalkozik a kor, a parabola, az ellipszis, a ciklois egyenletével. A fejezethez 8 feladat csatlakozik,
koziiliik egyet mutatunk be.

»3. Hogyan lebetne az x* = 3x — 2 negyedfoks egyenletet megoldani az y = x* gorbe segitségével?”

Ezt a feladatot ma is kitizhetjiik didkjainknak. A megoldasban azt javasolja, hogy abrazoljuk ugyan-
abban a koordindta-rendszerben az y = x* gorbét és az y = 3x — 2 egyenest. A gorbe és az egyenes
metszéspontjainak az abszcisszaja adja a megoldasokat. Két metszéspont van, ezek abszcisszaja x; = 1
és x, ~ 0,815.

A I fejezetben a gorbék emelkedesével, stillyedeésével, és a hozzakapcesolt differencialhanyadossal fog-
lalkozott. Az emelkedés fogalmat viszi at a gorbékre, az emelkedés mértékszama a szakaszhoz tartozo
hir iranytényezdje. A szelo hatarhelyzete az érintd, a gorbének a P pontban valé emelkedését a P
pontbeli érint6 iranytangensével méri. Megallapitja, hogy ahogyan az érintd a szelok hatarhelyzete,
gy az érintd iranytényezdje hatarértéke a szelSk irAnytényezdjének. Bevezeti a differencidlhinyados
jeloleset.

Konkrétan tirgyaljaaz y =a-x?, y = x°, y = x” gérbék emelkedésének mértékét, majd néhiny elemi
fiiggvény (x?, x°, sin x) differencialhdnyadosat. A levezetéshez felhasznalja a == hatarértékét. Elemezi
a differencialhanyados elojelét is. Megallapitja a differencidlasi szabalyokat (a = allando, a f (x), f(x) £
g(x), f-g, é, x”, Osszetett fiiggvény). Ismerteti néhany fuggveny differencialasi szabalyat (cosx, tgx,
arcsin x, arctgx), osszefoglalja a szabalyokat. 42 feladatot kozol. A legfontosabb kiegészito elméleti
ismeretekre labjegyzetekben utal.

Megjegyezziik, hogy a differencialhanyados fogalma a geometria jelentésére tamaszkodva keriil szem-

léletesen bevezetésre, nem esik sz6 a hatarérték definicidjardl. Uj irasmodkeént jeldli meg azt, hogy az
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érinto iranytényezoje a szelo iranytényezojenek hatarerteke, y' = 3= = 2.

A 1L fejezetben a differencialhanyados fizikai jelentését elemezi (mozgasok, sebesség, gyorsulas, nyomas,

homérséklet). Targyalja a magasabb rendd differencidlhdnyadosokat. Nagyon hasznos rész az, ami a
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masodik differencialhanyadosbol a fiiggveny alakjara (szemléletesen homort vagy dombort), minimu-
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mara, maximumara (érint6 helyzete) kovetkeztet. 11 példat kozol, amelyek, szinte Eulertol kezdve,

minden tankonyvben megtalalhatok. Ezekbdl vesz at Ratz Laszlé is a Mikola Sandorral kozos analizis

konyvében.

A targyalt feladatok pl. az f(x) = x? — 6x + 10 fiiggvény vizsgalata; vagy: Bontsuk fel az a szamot két
részre ngy, hogy a részek szorzata a lebetd legnagyobb legyen, vagyis az f (x) = x(a—x) fiiggvény vizsgalata.
Erdekes, hogy az 4ltalunk elsGsorban geometriai szélséértékkel megoldott feladatot, vagyis azt, hogy
wHogyan lebet az A pontbdl a B pontba az e egyenes érintésével az ABC alaki legrovidebb siton eljutnis”
széls6értékszamitassal oldja meg, de megemliti a geometriai jelentést is.



A fizikaval val6 kapcsolatot tiikrézi az utina kovetkezd feladat: ,Az A pontbdl a B pontba akarunk
eljuini a legrovidebb idd alatt, az e egyenesig egyenletes sebességgel haladunk, az e egyenesen til pedig c,
sebességgel. Milyen viton menjiinks”

A fejezethez 10 feladat csatlakozik, koztiik szerepel a kdvetkezd (ismert) geometriai szélséérték-feladat:
~Egy haromszigbe téglalapokat irunk, 4gy, hogy a téglalap alapja mindig a haromszig alapjanak egy része
legyen, a téglalap mdsik két csiicsa a haromszog oldalain legyen. Az igy felvett haromszigek kiziil melyiknek
maximadlis a teriilete?”

Meghigyelhetjiik azt is, hogy a feladatok nyitottak.

A 1V fejezetben a végtelen mértani sort targyalja. 1/3-ot kozeliti végtelen tizedes tortekkel. ,A 0,3, 0,33,
0,333, 0,3333, ... sorozat az 1/3-ot olyan pontosan kozeliti meg, amint kivanjuk”, amit gy fogalmaz meg,
hogy nazt mondjuk, hogy a sorozat hatarértéke (limese) 1/3.” Leirja a pontos meghatarozast is: ,A sorozat
hatarértéke 1/3, ha barmilyen kis pozitiv e szimot is adunk meg, elmebetiink a sorozatban olyan messzire,
hogy azon til minden tagja a sorozatnak ¢-ndl kevesebbet kitlonbozzék az 1/3-tdl.”

Targyalja a végtelen mértani sor 3sszegét, a konvergens, divergens szavak jelentését, a Cauchy-féle ha-
nyadoskritériumot, a valtakozé eldjeld sorokat, a D’Alembert-eljarast a konvergencia megallapitasara,
fiiggvények sorbafejtését, a sin x, cos x végtelen sorat, az exponencialis sort, [n x gorbéjének a szerkesz-
tését, In(1+ x) Taylor sorat, az interpolacid kérdését a logaritmusnal, kamatos kamatszamitast, és hogy
hogyan valtozik a fény intenzitasa, ha anyagon halad at. A fejezet végén tiz sorfejtéssel kapcsolatos
feladat van.

Az V. fejezet integralszamitassal foglalkozik. A hatarozatlan integral fogalmat a primitiv fiiggvény segit-
ségével vezeti be, mint a differencialds inverz miiveletét. Osszefoglalja az integralasi szabalyokat, majd
tertileteket szamol, a parabola, hiperbola, szinuszgorbe, exponencialis gorbe alatti teriiletet. Bevezeti a
hatarozott integralt, mint a teriiletszamitas egy mas modjat. Az y = e* gorbe alatti teriilet kiszamitasa-
kor a beosztast egyenld részekre osztassal késziti, mig az y = x” gorbe esetében mértani sorozat szerinti
beosztasban. Ezt a nézetet a késobbiekben a tankényvirok nem kovették, sok esetben az egyszertség
kedvéért a beosztas egyenld részekre tortént. Az integralasi szabalyok sszegyUjtését hasznosnak tar-
tom, atlathatobbak a szabalyok. Megkeresi a fobb fiiggvények primitiv fiiggvényét (hatvanyfiiggvény,
sinax, tgx, sin’ x, cos’ x, ... ésalkalmazza teriiletszamitasra. A testek koziil a csonka gtila, az ellipszoid
térfogatat szamolja ki, majd ivhosszt hataroz meg.

Kitér a fizikai alkalmazasokra, a tdmegkozéppont, tehetetlenségi nyomaték meghatarozasara, vagyis
olyan esetekre, ahol mar az elemi matematika segédeszkozei elégtelenek voltak. 42 gyakorlofeladat
csatlakozik a fejezethez, integralok kiszamitasara, parcialis integralasra, sorok integralasara.

A VI fejezet az integralszamitas tovabbi alkalmazasait és a fizikai témajt differencialegyenleteket tar-
gyalja (pl. mozgas allando erd esetén, allandé az erd, de a kozeg ellenall, elektronok mozgasa).

Az bsszefoglalasi részben torténeti attekintés talalhatd. A konyv végén egy fejezet tartalmazza az egyes
fejezetek feladatainak a rovid megoldasat.



